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įरमानी Ǜािमित आधुिनक गिणत की एक अȑंत महȕपूणŊ शाखा है, जो वŢ 

सतहो ंएवं बŠआयामी ̾थानो ंके अȯयन को सैȠांितक आधार Ůदान करती 

है। यह Ǜािमित यूİƑडीय Ǜािमित का सामाɊीकरण है, िजसमŐ दूरी, कोण 

तथा वŢता की पįरभाषाएँ ̾थानीय मीिटŌ क के माȯम से िनधाŊįरत की जाती 

हœ। इस शोध-पũ मŐ įरमानी Ǜािमित की ऐितहािसक पृʿभूिम, मूल 

अवधारणाएँ, įरमानी मीिटŌ क, कनेƕन, िजयोडेिसक, वŢता तथा इसके Ůमुख 

Ůमेयो ं का सैȠांितक िवʶेषण Ůˑुत िकया गया है। साथ ही भौितकी, 

िवशेषकर सापेƗता िसȠांत, तथा आधुिनक गिणत मŐ इसके अनुŮयोगो ंपर भी 

Ůकाश डाला गया है। यह अȯयन įरमानी Ǜािमित की वैचाįरक ˙ʼता एवं 

सैȠांितक गहराई को रेखांिकत करता है। 
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1. Ůˑावना 

įरमानी Ǜािमित गिणत की एक उɄत

̾थानो ं की संरचना का सैȠांितक अȯयन

सरल Ǜािमतीय आकृितयो ंतक सीिमत

िजनमŐ वŢता िवȨमान होती है। इस

पर दूरी, कोण और लंबाई को पįरभािषत

įरमानी Ǜािमित का िवकास उɄीसवी ं

̊िʼकोण मŐ Ţांितकारी पįरवतŊन उȋɄ

भौितकी, खगोल िवǒान और आधुिनक

2. įरमानी Ǜािमित की ऐितहािसक

įरमानी Ǜािमित का िवकास उɄीसवी ं

है। Ůाचीन काल से ही Ǜािमित का

िũिवमीय ̾थानो ं का अȯयन Ůमुख

Ǜािमतीय ढांचा माना जाता रहा, िकंतु

सीिमत ढांचे मŐ पूरी तरह समझना संभव

उɄीसवी ं शताɨी मŐ गैर-यूİƑडीय

जमŊन गिणतǒ बनŊहाडŊ įरमान ने 

अवधारणा Ůˑुत की। įरमान ने यह

जैसी संकʙनाएँ ̾थानीय ŝप से पįरभािषत

रखकर वŢ ̾थानो ंके अȯयन की सैȠांितक

įरमान के िवचारो ं ने आगे चलकर 

िŢːोफेल, लेवी-िचिवता और गाउस
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उɄत एवं महȕपूणŊ शाखा है, िजसका उȞेʴ वŢ सतहों

अȯयन करना है। पारंपįरक यूİƑडीय Ǜािमित 

सीिमत रहती है, वही ंįरमानी Ǜािमित उन ̾थानो ंका 

इस Ǜािमित की मूल अवधारणा मीिटŌ क पर आधाįरत 

पįरभािषत करने मŐ सहायक होती है। 

उɄीसवी ंशताɨी मŐ बनŊहाडŊ įरमान के िवचारो ं से Šआ, 

उȋɄ िकया। वतŊमान मŐ įरमानी Ǜािमित न केवल शुȠ

आधुिनक िवǒान की अनेक शाखाओ ंमŐ भी अȑंत उपयोगी

ऐितहािसक पृʿभूिम 

उɄीसवी ंशताɨी मŐ गिणतीय िचंतन मŐ आए मौिलक पįरवतŊन

का आधार यूİƑडीय िसȠांतो ं पर िटका रहा, िजसमŐ

Ůमुख था। लंबा समय तक यूİƑडीय Ǜािमित को 

िकंतु Ůकृित मŐ पाए जाने वाले अनेक ŝपो ंऔर संरचनाओं

संभव नही ंथा। 

यूİƑडीय Ǜािमित के िवकास ने इस धारणाओ ं को चुनौती

 1854 मŐ अपने ऐितहािसक ʩाƥान मŐ Ǜािमित

यह Ůितपािदत िकया िक िकसी भी बŠआयामी ̾थान पर

पįरभािषत की जा सकती हœ। उɎोनें मीिटŌ क की अवधारणा

सैȠांितक नीवं रखी। 

 अवकल Ǜािमित को एक सु̊ढ़ आधार Ůदान िकया।

गाउस जैसे गिणतǒो ं ने įरमानी Ǜािमित को 
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सतहो ंतथा बŠआयामी 

 जहाँ समतल और 

 िवʶेषण करती है 

 है, जो िकसी ̾थान 

, िजɎोनें गिणतीय 

शुȠ गिणत मŐ, बİʋ 

उपयोगी िसȠ हो रही है। 

पįरवतŊन का पįरणाम 

िजसमŐ समतल और 

 ही एकमाũ सȑ 

संरचनाओ ंको इसके 

चुनौती दी। इसी Ţम मŐ 

Ǜािमित की एक नवीन 

पर दूरी और कोण 

अवधारणा को कŐ ū मŐ 

िकया। उनके पʮात् 

 िवकिसत िकया। 
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पįरणामˢŝप यह शाखा आधुिनक

के ŝप मŐ ̾थािपत Šई। 

3. įरमानी बŠपįरमेय की अवधार

įरमानी Ǜािमित की आधारभूत संकʙना

̾थानो ंका सैȠांितक अȯयन संभव

से यूİƑडीय ̾थान के समान होती है

जब िकसी अवकलनीय बŠपįरमेय पर

गुणन पįरभािषत िकया जाता है, तब

मीिटŌ क कहा जाता है, जो बŠपįरमेय

įरमानी मीिटŌ क के माȯम से िकसी

लंबाई ǒात की जा सकती है। इस 

̾थािपत होती है। 

įरमानी बŠपįरमेय का महȕ इस

सामाɊीकरण Ůˑुत करता है। जहाँ

मीिटŌ क िबंदु से िबंदु तक पįरवितŊत 

और उच्च आयामी ̾थानो ंके अȯयन

4. įरमानी मीिटŌ क 

4.1 įरमानी मीिटŌ क की पįरभाषा 

įरमानी मीिटŌ क įरमानी Ǜािमित की

तथा लंबाई को पįरभािषत िकया जाता

धनाȏक-पįरभािषत समिमत िȪघात
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आधुिनक गिणत और भौितकी मŐ एक अȑंत महȕपूणŊ एवं 

अवधारणा 

संकʙना įरमानी बŠपįरमेय है, िजसके माȯम से वŢ

संभव होता है। आमतः  बŠपįरमेय वह गिणतीय संरचना है

है, िकंतु वैिʷक ˑर पर उसकी संरचना िभɄ हो सकती

पर Ůȑेक िबंदु के ˙शŊक ̾थान मŐ एक धनाȏक-पįरभािषत

तब वह įरमानी बŠपįरमेय कहलाता है। इस आंतįरक

बŠपįरमेय की Ǜािमतीय Ůकृित को िनधाŊįरत करता है। 

िकसी भी िबंदु पर वेƃरो ंकी लंबाई, उनके बीच का कोण

 Ůकार įरमानी बŠपįरमेय पर दूरी की अवधारणा 

इस तȚ मŐ िनिहत है िक यह यूİƑडीय Ǜािमित 

जहाँ यूİƑडीय ̾थान मŐ मीिटŌ क İ̾थर होता है, वही ंįरमानी

 हो सकता है। इसी िवशेषता के कारण यह Ǜािमित

अȯयन के िलए उपयुƅ िसȠ होती है। 

 

की मूल अवधारणा है, िजसके माȯम से िकसी बŠपįरमेय

जाता है। गिणतीय ŝप से यह Ůȑेक िबंदु पर ˙शŊक

िȪघात ŝप होता है, िजसे मीिटŌ क टŐसर कहा जाता है। 
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 Ůभावशाली िवषय 

वŢ तथा बŠआयामी 

है जो ̾थानीय ŝप 

सकती है। 

पįरभािषत आंतįरक 

आंतįरक गुणन को įरमानी 

कोण तथा वŢो ंकी 

 सैȠांितक ŝप से 

 का एक ʩापक 

įरमानी बŠपįरमेय मŐ 

Ǜािमित जिटल वŢ सतहो ं

बŠपįरमेय पर दूरी, कोण 

˙शŊक ̾थान मŐ एक 
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4.2 मीिटŌ क टŐसर का ˢŝप 

मीिटŌ क टŐसर बŠपįरमेय की ̾थानीय

आंतįरक गुणन ǒात िकया जाता है, 

समिमत गुण यह सुिनिʮत करता है 

4.3 įरमानी मीिटŌ क का महȕ 

įरमानी मीिटŌ क के िबना įरमानी Ǜािमित

जैसी संकʙनाओ ंका सैȠांितक आधार

पįरवितŊत हो जाती है। इसी कारण 

अवधारणा पर आधाįरत हœ। 

4.4 Ůतीकाȏक Ťािफक िनŝपणः

 

 

 

 

 

 

 

 

 

यह Ťािफक दशाŊता है िक िकसी वŢ सतह के Ůȑेक िबंदु पर ˙शŊक ̾थान मŐ įरमानी मीिटŌ क वेƃरो ंके 

बीच संबंध िनधाŊįरत करता है। 

 

 

The Chitransh Academic & Research                                        Volume1 | Issue 4 | September

  
yadavsudha01071995@gmail.com  

̾थानीय Ǜािमतीय संरचना को िनधाŊįरत करता है। इसके Ȫारा

, िजससे कोण और लंबाई की गणना संभव होती है।

 िक दूरी की पįरभाषा धनाȏक और पारंपįरक ŝप से

Ǜािमित की कʙना संभव नही ंहै। यह िजयोडेिसक, वŢता

आधार Ůदान करता है। मीिटŌ क के पįरवतŊन से ̾थान

 आधुिनक गिणत और भौितकी के अनेक िसȠांत įरमानी

Ůतीकाȏक Ťािफक िनŝपणः   

यह Ťािफक दशाŊता है िक िकसी वŢ सतह के Ůȑेक िबंदु पर ˙शŊक ̾थान मŐ įरमानी मीिटŌ क वेƃरो ंके 
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Ȫारा दो वेƃरो ंका 

है। मीिटŌ क टŐसर का 

से संगत हो। 

वŢता तथा आयतन 

̾थान की Ǜािमित भी 

įरमानी मीिटŌ क की 

यह Ťािफक दशाŊता है िक िकसी वŢ सतह के Ůȑेक िबंदु पर ˙शŊक ̾थान मŐ įरमानी मीिटŌ क वेƃरो ंके 
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5. िजयोडेिसक की संकʙना 

įरमानी Ǜािमित मŐ "िजयोडेिसक" की संकʙना अȑंत महȕपूणŊ मानी जाती है

बŠपįरमेय पर दो िबंदुओ ंके बीच की Ɋूनतम दूरी को िनŝिपत करती है। सरल शɨो ंमŐ

वह वŢ होता है जो िदए गए ̾थान मŐ सबसे छोटा अथवा सबसे ˢाभािवक पथ Ůदान करता है। यूİƑडीय 

Ǜािमित मŐ सीधी रेखा िजयोडेिसक का उदाहरण है

वŢता पर िनभŊर करता है। 

िजयोडेिसक की गिणतीय पįरभाषा įरमानी मीिटŌ क से Ůाɑ की जाती है। ये वे वŢ होते हœ िजनके साथ 

चलने पर वेƃरो ं का सह-पįरवहन अपįरवितŊत रहता है। दूसरे शɨो ं मŐ

िजनमŐ ȕरण शूɊ होता है। िजयोडेिसक समीकरण अवकल समीकरणो ंके ŝप मŐ ʩƅ िकए जाते हœ

बŠपįरमेय की आंतįरक Ǜािमित को ˙ʼ करते हœ।

िजयोडेिसक का उपयोग केवल दूरी मापन तक सीिमत नही ंहै

के अनेक िसȠांतो ं मŐ भी सहायक िसȠ हो

िजयोडेिसक के ŝप मŐ ही ʩाƥाियत िकया जाता है

जाता है। 

6. कनेƕन और सह-पįरवहन 

įरमानी Ǜािमित मŐ कनेƕन की अवधारणा का Ůयोग िकसी बŠपįरमेय पर वेƃरो ं के प

समझने के िलए िकया जाता है। कनेƕन यह िनधाŊįरत करता है िक िकसी वŢ के साथ चलते समय वेƃर 

िकस Ůकार पįरवितŊत होगें। įरमानी Ǜािमित मŐ सवाŊिधक Ůचिलत कनेƕन 

जो मीिटŌ क के साथ संगत तथा टॉशŊन

सह-पįरवहन वह ŮिŢया है, िजसके Ȫारा िकसी वेƃर को एक िबंदु से दूसरे िबंदु तक वŢ के साथ इस 

Ůकार ले जाया जाता है िक उसका आंतįरक गुणन अपįरवितŊत रहे। यह संकʙना ̾थान की वŢता को 

समझने मŐ महȕपूणŊ भूिमका िनभाती है और िजयोडेिसक की पįरभाषा से भी Ůȑ
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की संकʙना अȑंत महȕपूणŊ मानी जाती है, Ɛोिंक यह िकसी įरमा

बŠपįरमेय पर दो िबंदुओ ंके बीच की Ɋूनतम दूरी को िनŝिपत करती है। सरल शɨो ंमŐ

वह वŢ होता है जो िदए गए ̾थान मŐ सबसे छोटा अथवा सबसे ˢाभािवक पथ Ůदान करता है। यूİƑडीय 

Ǜािमित मŐ सीधी रेखा िजयोडेिसक का उदाहरण है, जबिक वŢ सतहो ंपर यह पथ सतह की संरचना और 

िजयोडेिसक की गिणतीय पįरभाषा įरमानी मीिटŌ क से Ůाɑ की जाती है। ये वे वŢ होते हœ िजनके साथ 

पįरवहन अपįरवितŊत रहता है। दूसरे शɨो ं मŐ, िजयोडेिसक ऐसे पथ होते हœ 

 होता है। िजयोडेिसक समीकरण अवकल समीकरणो ंके ŝप मŐ ʩƅ िकए जाते हœ

बŠपįरमेय की आंतįरक Ǜािमित को ˙ʼ करते हœ। 

िजयोडेिसक का उपयोग केवल दूरी मापन तक सीिमत नही ंहै, बİʋ यह वŢता, टोपोलॉजी तथा भौितकी 

के अनेक िसȠांतो ं मŐ भी सहायक िसȠ होता है। सामाɊ सापेƗता िसȠांत मŐ कणो ं की गित को 

िजयोडेिसक के ŝप मŐ ही ʩाƥाियत िकया जाता है, िजससे इसका ʩावहाįरक महȕ और अिधक बढ़ 

įरमानी Ǜािमित मŐ कनेƕन की अवधारणा का Ůयोग िकसी बŠपįरमेय पर वेƃरो ं के प

समझने के िलए िकया जाता है। कनेƕन यह िनधाŊįरत करता है िक िकसी वŢ के साथ चलते समय वेƃर 

िकस Ůकार पįरवितŊत होगें। įरमानी Ǜािमित मŐ सवाŊिधक Ůचिलत कनेƕन "लेवी ̊िचिवता कनेƕन

जो मीिटŌ क के साथ संगत तथा टॉशŊन-रिहत होता है। 

िजसके Ȫारा िकसी वेƃर को एक िबंदु से दूसरे िबंदु तक वŢ के साथ इस 

Ůकार ले जाया जाता है िक उसका आंतįरक गुणन अपįरवितŊत रहे। यह संकʙना ̾थान की वŢता को 

समझने मŐ महȕपूणŊ भूिमका िनभाती है और िजयोडेिसक की पįरभाषा से भी ŮȑƗ ŝप से जुड़ी Šई है।
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Ɛोिंक यह िकसी įरमानी 

बŠपįरमेय पर दो िबंदुओ ंके बीच की Ɋूनतम दूरी को िनŝिपत करती है। सरल शɨो ंमŐ, िजयोडेिसक 

वह वŢ होता है जो िदए गए ̾थान मŐ सबसे छोटा अथवा सबसे ˢाभािवक पथ Ůदान करता है। यूİƑडीय 

यह पथ सतह की संरचना और 

िजयोडेिसक की गिणतीय पįरभाषा įरमानी मीिटŌ क से Ůाɑ की जाती है। ये वे वŢ होते हœ िजनके साथ 

िजयोडेिसक ऐसे पथ होते हœ 

 होता है। िजयोडेिसक समीकरण अवकल समीकरणो ंके ŝप मŐ ʩƅ िकए जाते हœ, जो 

टोपोलॉजी तथा भौितकी 

ता है। सामाɊ सापेƗता िसȠांत मŐ कणो ं की गित को 

िजससे इसका ʩावहाįरक महȕ और अिधक बढ़ 

įरमानी Ǜािमित मŐ कनेƕन की अवधारणा का Ůयोग िकसी बŠपįरमेय पर वेƃरो ं के पįरवतŊन को 

समझने के िलए िकया जाता है। कनेƕन यह िनधाŊįरत करता है िक िकसी वŢ के साथ चलते समय वेƃर 

लेवी ̊िचिवता कनेƕन" है, 

िजसके Ȫारा िकसी वेƃर को एक िबंदु से दूसरे िबंदु तक वŢ के साथ इस 

Ůकार ले जाया जाता है िक उसका आंतįरक गुणन अपįरवितŊत रहे। यह संकʙना ̾थान की वŢता को 

Ɨ ŝप से जुड़ी Šई है। 
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7. वŢता की अवधारणा 

वŢता įरमानी Ǜािमित का एक अȑंत महȕपूणŊ तȕ है

̾थान से िकतना िभɄ है। वŢता के माȯम से यह समझा जाता है िक िकसी बŠपįरमेय मŐ रेखाएँ

और दूरी िकस Ůकार ʩवहार करते हœ। यिद वŢता शूɊ हो तो ̾थान यूİƑडीय होता है

या ऋणाȏक वŢता ̾थान की संरचना मŐ मौिलक पįरवतŊन को दशाŊती है।

įरमानी Ǜािमित मŐ वŢता के Ůमुख तीन Ůकार माने जाते हœ

वŢता। 

 

 

 

 

 

 

Ťािफक ̊ʴ 1: अनुभागीय वŢता

 

 

 

 

 

Ťािफक ̊ʴ 2: įरſी एवं ˋेलर वŢता का संबंध

अनुभागीय वŢता िकसी िबंदु पर दो

िजयोडेिसक के फैलाव या संकुचन को ʩƅ करती है

वŢता को ŮदिशŊत करती है। इन तीनो ं के माȯम से ̾थान की Ǜािमतीय एवं भौ
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ȑंत महȕपूणŊ तȕ है, जो यह ˙ʼ करती है िक कोई ̾थान यूİƑडीय 

̾थान से िकतना िभɄ है। वŢता के माȯम से यह समझा जाता है िक िकसी बŠपįरमेय मŐ रेखाएँ

और दूरी िकस Ůकार ʩवहार करते हœ। यिद वŢता शूɊ हो तो ̾थान यूİƑडीय होता है

या ऋणाȏक वŢता ̾थान की संरचना मŐ मौिलक पįरवतŊन को दशाŊती है। 

įरमानी Ǜािमित मŐ वŢता के Ůमुख तीन Ůकार माने जाते हœ: अनुभागीय वŢता, įरſी वŢता तथा ˋेलर 

अनुभागीय वŢता 

įरſी एवं ˋेलर वŢता का संबंध 

अनुभागीय वŢता िकसी िबंदु पर दो-आयामी अनुभाग मŐ वŢता को दशाŊती है। įरſी वŢता आयतन एवं 

िजयोडेिसक के फैलाव या संकुचन को ʩƅ करती है, जबिक ˋेलर वŢता ̾थान की समŤ औसत 

वŢता को ŮदिशŊत करती है। इन तीनो ं के माȯम से ̾थान की Ǜािमतीय एवं भौितक िवशेषताओ ंका 
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जो यह ˙ʼ करती है िक कोई ̾थान यूİƑडीय 

̾थान से िकतना िभɄ है। वŢता के माȯम से यह समझा जाता है िक िकसी बŠपįरमेय मŐ रेखाएँ, कोण 

और दूरी िकस Ůकार ʩवहार करते हœ। यिद वŢता शूɊ हो तो ̾थान यूİƑडीय होता है, जबिक धनाȏक 

įरſी वŢता तथा ˋेलर 

आयामी अनुभाग मŐ वŢता को दशाŊती है। įरſी वŢता आयतन एवं 

जबिक ˋेलर वŢता ̾थान की समŤ औसत 

ितक िवशेषताओ ंका 
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गहन िवʶेषण संभव होता है। 

8. Ůमुख Ůमेय 

įरमानी Ǜािमित मŐ अनेक महȕपूणŊ Ůमेयो ंका िवकास Šआ है

संरचना, उसकी वŢता तथा टोपोलॉिजकल गुणो ं के बीच गहरे संबंध ˙ʼ होते हœ। इनमŐ से कुछ Ůमुख

Ůमेय िनɻिलİखत हœ: 

 हॉɕ–įरनो Ůमेय: यह įरमानी बŠपįरमेय की पूणŊता और िजयोडेिसक संरचना के बीच संबंध 

̾थािपत करता है। इस Ůमेय के अनुसार

दो िबंदुओ ं के बीच एक Ɋूनतम िजयोडेिसक अवʴ िवȨमान होती है

अवधारणा को सु̊ढ़ आधार Ůदान करता है।

 गाउस–बोनेट Ůमेय: įरमानी Ǜािमित का एक अȑंत महȕपूणŊ पįरणाम है

टोपोलॉजी के बीच सीधा संबंध ̾थािपत करता है। यह Ůमेय दशाŊता है िक िकसी बंद सतह की 

कुल वŢता उसके ऑयलर लƗणांक

गहन अंतसōबंध Ůकट होता है।

 मायसŊ Ůमेय: यह वŢता और बŠपįरमेय के आकार के बीच संबंध को ˙ʼ करता है। इसके 

अनुसार, यिद įरſी वŢता धनाȏक हो

įरमानी Ǜािमित को सैȠांितक ŝप से अȑंत समृȠ बनाते हœ।

9. įरमानी Ǜािमित और टोपोलॉजी

 įरमानी Ǜािमित और टोपोलॉजी गिणत की दो पर˙र संबंिधत शाखाएँ हœ

संरचना को िभɄ ̊िʼकोणो ं से समझाती हœ। टोपोलॉजी िकसी ̾थान के गुणाȏक ˢŝप का

अȯयन करती है, जहाँ िनरंतरता

įरमानी Ǜािमित उसी ̾थान के माũाȏक पƗ

करती है। 
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įरमानी Ǜािमित मŐ अनेक महȕपूणŊ Ůमेयो ंका िवकास Šआ है, िजनके माȯम से įरमानी बŠपįरमेय की 

उसकी वŢता तथा टोपोलॉिजकल गुणो ं के बीच गहरे संबंध ˙ʼ होते हœ। इनमŐ से कुछ Ůमुख

यह įरमानी बŠपįरमेय की पूणŊता और िजयोडेिसक संरचना के बीच संबंध 

̾थािपत करता है। इस Ůमेय के अनुसार, यिद कोई įरमानी बŠपįरमेय पूणŊ है, तो उसके िकसी भी 

दो िबंदुओ ं के बीच एक Ɋूनतम िजयोडेिसक अवʴ िवȨमान होती है। यह Ůमेय दूरी की 

अवधारणा को सु̊ढ़ आधार Ůदान करता है। 

įरमानी Ǜािमित का एक अȑंत महȕपूणŊ पįरणाम है

टोपोलॉजी के बीच सीधा संबंध ̾थािपत करता है। यह Ůमेय दशाŊता है िक िकसी बंद सतह की 

कुल वŢता उसके ऑयलर लƗणांक से संबंिधत होती है, िजससे Ǜािमित और टोपोलॉजी का 

गहन अंतसōबंध Ůकट होता है। 

यह वŢता और बŠपįरमेय के आकार के बीच संबंध को ˙ʼ करता है। इसके 

यिद įरſी वŢता धनाȏक हो, तो बŠपįरमेय सीिमत ʩास का होता है। ये सभी Ůमेय 

नी Ǜािमित को सैȠांितक ŝप से अȑंत समृȠ बनाते हœ। 

टोपोलॉजी 

įरमानी Ǜािमित और टोपोलॉजी गिणत की दो पर˙र संबंिधत शाखाएँ हœ, जो िकसी ̾थान की 

संरचना को िभɄ ̊िʼकोणो ं से समझाती हœ। टोपोलॉजी िकसी ̾थान के गुणाȏक ˢŝप का

जहाँ िनरंतरता, जुड़ाव और िवकृित जैसे गुण Ůमुख होते हœ। इसके िवपरीत

įरमानी Ǜािमित उसी ̾थान के माũाȏक पƗ—दूरी, कोण, Ɨेũफल और वŢता
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िजनके माȯम से įरमानी बŠपįरमेय की 

उसकी वŢता तथा टोपोलॉिजकल गुणो ं के बीच गहरे संबंध ˙ʼ होते हœ। इनमŐ से कुछ Ůमुख 

यह įरमानी बŠपįरमेय की पूणŊता और िजयोडेिसक संरचना के बीच संबंध 

तो उसके िकसी भी 

। यह Ůमेय दूरी की 

įरमानी Ǜािमित का एक अȑंत महȕपूणŊ पįरणाम है, जो वŢता और 

टोपोलॉजी के बीच सीधा संबंध ̾थािपत करता है। यह Ůमेय दशाŊता है िक िकसी बंद सतह की 

िजससे Ǜािमित और टोपोलॉजी का 

यह वŢता और बŠपįरमेय के आकार के बीच संबंध को ˙ʼ करता है। इसके 

तो बŠपįरमेय सीिमत ʩास का होता है। ये सभी Ůमेय 

जो िकसी ̾थान की 

संरचना को िभɄ ̊िʼकोणो ं से समझाती हœ। टोपोलॉजी िकसी ̾थान के गुणाȏक ˢŝप का 

जुड़ाव और िवकृित जैसे गुण Ůमुख होते हœ। इसके िवपरीत, 

Ɨेũफल और वŢता—का िवʶेषण 
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 जब इन दोनो ंका संयोजन िकया जाता है

Ůाɑ होता है। įरमानी मीिटŌ क के माȯम से टोपोलॉिजकल ̾थान पर Ǜािमतीय माप संभव हो 

पाता है। कई बार 

वŢता उसके 

गुणो ं को सीिमत या 

है। उदाहरणˢŝप, 

Ůमेय वŢता और 

बीच ŮȑƗ संबंध ̾थािपत करता है

 

 

 

Ťािफक ̊ʴ 1: टोपोलॉजी बनाम įरमानी Ǜािमित

 

 

 

Ťािफक ̊ʴ 2: संयुƅ अȯयन का Ůभा

इन दोनो ंशाखाओ ंका संयुƅ अȯयन आधुिनक गिणत

अȑंत उपयोगी िसȠ Šआ है। 

10. भौितकी मŐ įरमानी Ǜािमित का महत्
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जब इन दोनो ंका संयोजन िकया जाता है, तब िकसी बŠपįरमेय की संपूणŊ संरचना

Ůाɑ होता है। įरमानी मीिटŌ क के माȯम से टोपोलॉिजकल ̾थान पर Ǜािमतीय माप संभव हो 

̾थािपत करता है। 

टोपोलॉजी बनाम įरमानी Ǜािमित 

 

संयुƅ अȯयन का Ůभाव 

इन दोनो ंशाखाओ ंका संयुƅ अȯयन आधुिनक गिणत, Ǜािमतीय िवʶेषण तथा सैȠांितक भौितकी मŐ 

भौितकी मŐ įरमानी Ǜािमित का महत्व 
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तब िकसी बŠपįरमेय की संपूणŊ संरचना का गहन ǒान 

Ůाɑ होता है। įरमानी मीिटŌ क के माȯम से टोपोलॉिजकल ̾थान पर Ǜािमतीय माप संभव हो 

िकसी ̾थान की 

टोपोलॉिजकल 

िनधाŊįरत करती 

गाउस–बोनेट 

टोपोलॉजी के 

Ǜािमतीय िवʶेषण तथा सैȠांितक भौितकी मŐ 
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įरमानी Ǜािमित का भौितकी मŐ अȑंत महȕपूणŊ ̾थान है

िवकास मŐ इसका योगदान उʟेखनीय रहा है। इसका सवाŊिधक ŮिसȠ अनुŮयोग अʛटŊ आइंːीन के 

"सामाɊ सापेƗता िसȠांत" मŐ देखा जाता है

टाइम की वŢता के ŝप मŐ पįरभािषत िकया गया है। इस िसȠांत मŐ ˙ेस

अथवा अधŊ-įरमानी बŠपįरमेय के ŝप मŐ िनŝिपत िकया जाता है

įरमानी मीिटŌ क के माȯम से ˙ेस–

संभव होता है। िजयोडेिसक की संकʙना यह ˙ʼ करती है िक गुŜȕ Ɨेũ मŐ कण और Ůकाश िकस पथ 

का अनुसरण करते हœ। इसके अितįरƅ

को ʩƅ करता है। इस Ůकार įरमानी Ǜािमित ने भौितकी को गहन गिणतीय आधार Ůदान कर Ű˦ांड 

की संरचना को समझने मŐ महȕपूणŊ भूिमका िनभाई है

इन दोनो ंशाखाओ ंका संयुƅ अȯयन आधुिनक गिणत

अȑंत उपयोगी िसȠ Šआ है। 

11. आधुिनक गिणत मŐ अनुŮयोग

अवकल Ǜािमित: įरमानी Ǜािमित बŠपįरमेय

Ůदान करती है। 

Ǜािमतीय िवʶेषण: आंिशक अवकल समीकरणो ं के समाधान हेतु įरमानी संरचनाओ ं का ʩापक 

उपयोग िकया जाता है। 

टोपोलॉजी: ̾थान की संरचना और उसके वैिʷक गुणो ंको समझने के िलए įरमानी मीिटŌ क सहायक 

होती है। 

गिणतीय भौितकी: ˙ेस–टाइम मॉडल और Ɨेũ िसȠांतो ंके िवʶेषण मŐ įरमानी Ǜािमित महȕपूणŊ 

भूिमका िनभाती है। 
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įरमानी Ǜािमित का भौितकी मŐ अȑंत महȕपूणŊ ̾थान है, िवशेषकर आधुिनक सैȠांितक भौितकी के 

िवकास मŐ इसका योगदान उʟेखनीय रहा है। इसका सवाŊिधक ŮिसȠ अनुŮयोग अʛटŊ आइंːीन के 

मŐ देखा जाता है, जहाँ गुŜȕाकषŊण को िकसी बल के ŝप मŐ न मानकर ˙ेस

टाइम की वŢता के ŝप मŐ पįरभािषत िकया गया है। इस िसȠांत मŐ ˙ेस–टाइम को चार

įरमानी बŠपįरमेय के ŝप मŐ िनŝिपत िकया जाता है। 

–टाइम मŐ दूरी, समय-अंतराल तथा कणो ंकी गित का गिणतीय वणŊन 

संभव होता है। िजयोडेिसक की संकʙना यह ˙ʼ करती है िक गुŜȕ Ɨेũ मŐ कण और Ůकाश िकस पथ 

का अनुसरण करते हœ। इसके अितįरƅ, वŢता टेɌर भौितक रािशयो ंजैसे ऊजाŊ और ū

को ʩƅ करता है। इस Ůकार įरमानी Ǜािमित ने भौितकी को गहन गिणतीय आधार Ůदान कर Ű˦ांड 

की संरचना को समझने मŐ महȕपूणŊ भूिमका िनभाई है। 

इन दोनो ंशाखाओ ंका संयुƅ अȯयन आधुिनक गिणत, Ǜािमतीय िवʶेषण तथा सैȠांितक भौितकी मŐ 

अनुŮयोग 

įरमानी Ǜािमित बŠपįरमेय, िजयोडेिसक तथा वŢता के अȯयन का मूल आधार 

आंिशक अवकल समीकरणो ं के समाधान हेतु įरमानी संरचनाओ ं का ʩापक 

̾थान की संरचना और उसके वैिʷक गुणो ंको समझने के िलए įरमानी मीिटŌ क सहायक 

टाइम मॉडल और Ɨेũ िसȠांतो ंके िवʶेषण मŐ įरमानी Ǜािमित महȕपूणŊ 
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िवशेषकर आधुिनक सैȠांितक भौितकी के 

िवकास मŐ इसका योगदान उʟेखनीय रहा है। इसका सवाŊिधक ŮिसȠ अनुŮयोग अʛटŊ आइंːीन के 

जहाँ गुŜȕाकषŊण को िकसी बल के ŝप मŐ न मानकर ˙ेस–

टाइम को चार-आयामी įरमानी 

अंतराल तथा कणो ंकी गित का गिणतीय वणŊन 

संभव होता है। िजयोडेिसक की संकʙना यह ˙ʼ करती है िक गुŜȕ Ɨेũ मŐ कण और Ůकाश िकस पथ 

वŢता टेɌर भौितक रािशयो ंजैसे ऊजाŊ और ūʩमान के Ůभाव 

को ʩƅ करता है। इस Ůकार įरमानी Ǜािमित ने भौितकी को गहन गिणतीय आधार Ůदान कर Ű˦ांड 

Ǜािमतीय िवʶेषण तथा सैȠांितक भौितकी मŐ 

तथा वŢता के अȯयन का मूल आधार 

आंिशक अवकल समीकरणो ं के समाधान हेतु įरमानी संरचनाओ ं का ʩापक 

̾थान की संरचना और उसके वैिʷक गुणो ंको समझने के िलए įरमानी मीिटŌ क सहायक 

टाइम मॉडल और Ɨेũ िसȠांतो ंके िवʶेषण मŐ įरमानी Ǜािमित महȕपूणŊ 
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िडफरŐ िशयल टोपोलॉजी: बŠपįरमेयो ंके वगŎकरण और उनके गुणो ंके अȯयन मŐ इसका Ůयोग िकया 

जाता है। 

वैरीएशनल कलन: Ɋूनतम पथ और ऊजाŊ

होता है। 

सैȠांितक गिणत: नए Ůमेयो ंऔर संरचनाओ ंके िवकास हेतु įरमानी Ǜािमित एक सशƅ ढाँचा Ůदान 

करती है। 

12. सीमाएँ और चुनौितयाँ 

यȨिप įरमानी Ǜािमित गिणत की एक अȑंत समृȠ और Ůभावशाली शाखा है

अनेक सीमाएँ और चुनौितयाँ भी िवȨमान हœ। इसकी Ůमुख चुनौती इसकी उǄˑरीय

कारण इसे समझने के िलए उɄत गिणतीय पृʿभूिम की आवʴकता होती है। अवकल कलन

बीजगिणत तथा टोपोलॉजी का गहन ǒान इसके अȯयन हेतु अिनवायŊ माना जाता है।

दूसरी Ůमुख सीमा है इसकी जिटल

कनेƕन और वŢता से संबंिधत गणनाएँ अȑंत किठन और समय

Ůमेयो ं के ŮȑƗ भौितक या ʩावहाįरक उदाहरण सामाɊ ˑर पर ˙ʼ नही ं होते

ʩावहाįरक उपयोिगता को समझना

िशƗण के ˑर पर भी įरमानी Ǜािमित

सरल और सहज ŝप मŐ Ůˑुत करना किठन होता है। इन सीमाओ ं के बावजूद

सैȠांितक महȕ आधुिनक गिणत और भौितकी मŐ िनिवŊवाद है।

13. शोध िनʺषŊ 

 įरमानी Ǜािमित, यूİƑडीय Ǜािमित का एक सैȠांितक एवं ʩापक िवˑार है।
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बŠपįरमेयो ंके वगŎकरण और उनके गुणो ंके अȯयन मŐ इसका Ůयोग िकया 

Ɋूनतम पथ और ऊजाŊ–Ɋूनतम संरचनाओ ंके िनधाŊरण मŐ िजयोडेिसक का उपयोग 

नए Ůमेयो ंऔर संरचनाओ ंके िवकास हेतु įरमानी Ǜािमित एक सशƅ ढाँचा Ůदान 

यȨिप įरमानी Ǜािमित गिणत की एक अȑंत समृȠ और Ůभावशाली शाखा है, तथािप इसके अȯयन मŐ 

अनेक सीमाएँ और चुनौितयाँ भी िवȨमान हœ। इसकी Ůमुख चुनौती इसकी उǄˑरीय अमूतŊता

समझने के िलए उɄत गिणतीय पृʿभूिम की आवʴकता होती है। अवकल कलन

बीजगिणत तथा टोपोलॉजी का गहन ǒान इसके अȯयन हेतु अिनवायŊ माना जाता है। 

जिटल गणनाȏक संरचना। उǄ-आयामी įरमानी बŠपįरमेयो ं मŐ मीिटŌ क

से संबंिधत गणनाएँ अȑंत किठन और समय-साȯ होती हœ। इसके अितįरƅ

Ůमेयो ं के ŮȑƗ भौितक या ʩावहाįरक उदाहरण सामाɊ ˑर पर ˙ʼ नही ं होते

समझना चुनौतीपूणŊ बन जाता है। 

भी įरमानी Ǜािमित को एक किठन िवषय माना जाता है, Ɛोिंक इसके िसȠांतो ंको 

सरल और सहज ŝप मŐ Ůˑुत करना किठन होता है। इन सीमाओ ं के बावजूद, įरमानी Ǜािमित का 

सैȠांितक महȕ आधुिनक गिणत और भौितकी मŐ िनिवŊवाद है। 

यूİƑडीय Ǜािमित का एक सैȠांितक एवं ʩापक िवˑार है।
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बŠपįरमेयो ंके वगŎकरण और उनके गुणो ंके अȯयन मŐ इसका Ůयोग िकया 

िनधाŊरण मŐ िजयोडेिसक का उपयोग 

नए Ůमेयो ंऔर संरचनाओ ंके िवकास हेतु įरमानी Ǜािमित एक सशƅ ढाँचा Ůदान 

तथािप इसके अȯयन मŐ 

अमूतŊता है, िजसके 

समझने के िलए उɄत गिणतीय पृʿभूिम की आवʴकता होती है। अवकल कलन, रैİखक 

आयामी įरमानी बŠपįरमेयो ं मŐ मीिटŌ क, 

साȯ होती हœ। इसके अितįरƅ, कई 

Ůमेयो ं के ŮȑƗ भौितक या ʩावहाįरक उदाहरण सामाɊ ˑर पर ˙ʼ नही ं होते, िजससे इसकी 

Ɛोिंक इसके िसȠांतो ंको 

įरमानी Ǜािमित का 

यूİƑडीय Ǜािमित का एक सैȠांितक एवं ʩापक िवˑार है। 
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 įरमानी बŠपįरमेय की अवधारणा वŢ तथा बŠआयामी ̾थानो ंके अȯयन का आधार Ůदान करती 

है। 

 įरमानी मीिटŌ क दूरी, कोण और लंबाई जैसी Ǜािमतीय संकʙनाओ ंको पįरभािषत करने मŐ कŐ ūीय 

भूिमका िनभाता है। 

 िजयोडेिसक िकसी įरमानी ̾थान मŐ Ɋूनतम पथ को िनŝिपत करते हœ।

 कनेƕन और सह-पįरवहन से ̾थान की आंतįरक संरचना को समझने मŐ सहायता िमलती है।

 वŢता के िविभɄ ŝप—अनुभागीय

िवशेषताओ ंको ˙ʼ करते हœ।

 Ůमुख Ůमेय वŢता, संरचना और टोपोलॉजी के बीच गहरे संबंध को दशाŊते हœ।

 भौितकी, िवशेषकर सामाɊ सापेƗता िसȠांत मŐ

14. िनʺषŊ 

Ůˑुत शोध के माȯम से यह ˙ʼ होता है िक

एवं सैȠांितक ŝप से समृȠ शाखा है। यह Ǜािमित पारंपįरक यूİƑडीय ढाँचे से आगे बढ़कर वŢ तथा 

बŠआयामी ̾थानो ं के अȯयन को संभव बनाती है। įरमानी बŠपįरमेय और įरमानी मीिटŌ क जैसी मूल 

अवधारणाएँ दूरी, कोण, िजयोडेिसक तथा वŢता को पįरभािषत करने का सु̊ढ़ आधार Ůदान करती हœ।

अȯयन से यह भी ˙ʼ Šआ िक िजयोडेिसक की संकʙना Ɋूनतम पथ को समझने मŐ सहायक है

जबिक कनेƕन और सह-पįरवहन ̾थान की आंतįरक संरचना और वेƃरो ंके ʩवहार को ˙ʼ क

हœ। वŢता के िविभɄ ŝप—अनुभागीय

िवʶेिषत करने का अवसर Ůदान करते हœ।

गाउस–बोनेट, हॉɕ–įरनो तथा मायसŊ

̾थानीय अȯयन तक सीिमत नही ंहै

įरमानी Ǜािमित का Ůभाव केवल शुȠ गिणत तक सीिमत नही ंरहा

माȯम से भौितकी मŐ भी इसका ʩापक उपयोग Šआ है। इसके Ȫारा ˙ेस
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įरमानी बŠपįरमेय की अवधारणा वŢ तथा बŠआयामी ̾थानो ंके अȯयन का आधार Ůदान करती 

कोण और लंबाई जैसी Ǜािमतीय संकʙनाओ ंको पįरभािषत करने मŐ कŐ ūीय 

िजयोडेिसक िकसी įरमानी ̾थान मŐ Ɋूनतम पथ को िनŝिपत करते हœ। 

पįरवहन से ̾थान की आंतįरक संरचना को समझने मŐ सहायता िमलती है।

अनुभागीय, įरſी एवं ˋेलर—̾थान की Ǜािमतीय और भौितक 

रते हœ। 

संरचना और टोपोलॉजी के बीच गहरे संबंध को दशाŊते हœ। 

िवशेषकर सामाɊ सापेƗता िसȠांत मŐ, įरमानी Ǜािमित का महȕपूणŊ योगदान है।

 होता है िक įरमानी Ǜािमित आधुिनक गिणत की एक अȑंत महȕपूणŊ 

एवं सैȠांितक ŝप से समृȠ शाखा है। यह Ǜािमित पारंपįरक यूİƑडीय ढाँचे से आगे बढ़कर वŢ तथा 

बŠआयामी ̾थानो ं के अȯयन को संभव बनाती है। įरमानी बŠपįरमेय और įरमानी मीिटŌ क जैसी मूल 

िजयोडेिसक तथा वŢता को पįरभािषत करने का सु̊ढ़ आधार Ůदान करती हœ।

अȯयन से यह भी ˙ʼ Šआ िक िजयोडेिसक की संकʙना Ɋूनतम पथ को समझने मŐ सहायक है

पįरवहन ̾थान की आंतįरक संरचना और वेƃरो ंके ʩवहार को ˙ʼ क

अनुभागीय, įरſी तथा ˋेलर—̾थान की Ǜािमतीय Ůकृित को गहराई से 

िवʶेिषत करने का अवसर Ůदान करते हœ। 

मायसŊ जैसे Ůमुख Ůमेय यह िसȠ करते हœ िक įरमानी Ǜािमित केवल 

नही ंहै, बİʋ उसका गहरा संबंध टोपोलॉजी और वैिʷक संरचना से भी है।

įरमानी Ǜािमित का Ůभाव केवल शुȠ गिणत तक सीिमत नही ंरहा, बİʋ सामाɊ सापेƗता

माȯम से भौितकी मŐ भी इसका ʩापक उपयोग Šआ है। इसके Ȫारा ˙ेस–टाइम की वŢता और 
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įरमानी बŠपįरमेय की अवधारणा वŢ तथा बŠआयामी ̾थानो ंके अȯयन का आधार Ůदान करती 

कोण और लंबाई जैसी Ǜािमतीय संकʙनाओ ंको पįरभािषत करने मŐ कŐ ūीय 

पįरवहन से ̾थान की आंतįरक संरचना को समझने मŐ सहायता िमलती है। 

̾थान की Ǜािमतीय और भौितक 

įरमानी Ǜािमित का महȕपूणŊ योगदान है। 

आधुिनक गिणत की एक अȑंत महȕपूणŊ 

एवं सैȠांितक ŝप से समृȠ शाखा है। यह Ǜािमित पारंपįरक यूİƑडीय ढाँचे से आगे बढ़कर वŢ तथा 

बŠआयामी ̾थानो ं के अȯयन को संभव बनाती है। įरमानी बŠपįरमेय और įरमानी मीिटŌ क जैसी मूल 

िजयोडेिसक तथा वŢता को पįरभािषत करने का सु̊ढ़ आधार Ůदान करती हœ। 

अȯयन से यह भी ˙ʼ Šआ िक िजयोडेिसक की संकʙना Ɋूनतम पथ को समझने मŐ सहायक है, 

पįरवहन ̾थान की आंतįरक संरचना और वेƃरो ंके ʩवहार को ˙ʼ करते 

̾थान की Ǜािमतीय Ůकृित को गहराई से 

जैसे Ůमुख Ůमेय यह िसȠ करते हœ िक įरमानी Ǜािमित केवल 

बİʋ उसका गहरा संबंध टोपोलॉजी और वैिʷक संरचना से भी है। 

सापेƗता िसȠांत के 

टाइम की वŢता और 
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गुŜȕाकषŊण की ʩाƥा संभव हो सकी है। यȨिप इसकी अमूतŊता और गणनाȏक जिटलता इसे 

चुनौतीपूणŊ बनाती है, तथािप इसका सैȠांितक और ʩावहाįरक महȕ िनिवŊवाद है।

िनʺषŊतः , कहा जा सकता है िक įरमानी Ǜािमित आधुिनक वैǒािनक िचंतन की एक

आधारभूत शाखा है। 
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ȕाकषŊण की ʩाƥा संभव हो सकी है। यȨिप इसकी अमूतŊता और गणनाȏक जिटलता इसे 

तथािप इसका सैȠांितक और ʩावहाįरक महȕ िनिवŊवाद है। 
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ȕाकषŊण की ʩाƥा संभव हो सकी है। यȨिप इसकी अमूतŊता और गणनाȏक जिटलता इसे 

कहा जा सकता है िक įरमानी Ǜािमित आधुिनक वैǒािनक िचंतन की एक अिनवायŊ एवं 

िवʷिवȨालय Ůकाशन। 

 

नवचेतना Ůकाशन। 

 

शैिƗक Ůकाशन। 


